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1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, что квазиоднородный тур�
булентный слой в верхнем слое природных водо�
емов и залегающий под ним термоклин �область
резко возрастающей с глубиной плотности ( об�
ласть устойчивой стратификации) – являются ти�
пичными для вертикальной структуры океанов,
морей и озер. В области термоклина реально су�
ществует слабая перемежающаяся турбулент�
ность, возможным источником которой могут
быть обрушающиеся внутренние волны, распро�
страняющиеся вниз от границы скачка. Сама пе�
ремежающаяся турбулентность влияет на перенос
тепла, солей и плотности жидкости в этой обла�
сти [1–9]. Аналогичные области с резко устойчи�
вой стратификацией температуры существуют и в
атмосфере – это области температурной инвер�
сии (холодный, более плотный воздух располага�
ется под теплым, более легким воздухом) с обра�

зованием так называемых шапок инверсии. Су�
ществование таких областей, препятствующих
вертикальным перемещениям воздуха, способ�
ствуют образованию туманов, смога, облаков и в
целом загрязнению атмосферы [10]. При этом
турбулентность, которая может быть связана с об�
рушающимися внутренними волнами, амплитуда
которых растет с высотой атмосферы, влияет на
формирование таких инверсных слоев и на про�
цессы, связанные с их образованием. Учет таких
областей с устойчивой стратификацией плотно�
сти может быть важным при параметризации
внутренних подсеточных масштабов в глобаль�
ных климатических численных схемах. Поэтому
задачи, связанные с различными моделями тур�
булентности устойчиво стратифицированной
жидкости и газа, а также описанием эволюции та�
ких скачков плотности, вызывают интерес широ�
кого круга исследователей. 
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Так, изучению процессов тепло� и массообме�
на между атмосферой и океаном и выяснению ме�
ханизма формирования термоклина посвящено
большое количество исследований [1–8]. В рабо�
тах [5, 8] была предложена аналитическая модель
формирования термоклина в пресноводном бас�
сейне на основе гипотезы о локальном подобии
турбулентности, уравнения теплопроводности и
уравнения баланса кинетической энергии турбу�
лентности, порождаемой внутренними волнами;
масштаб турбулентности при этом отождествлял�
ся с амплитудой внутренней волны. Эта модель
позволила объяснить и рассчитать процесс обра�
зования температурного скачка – участка темпе�
ратурного профиля с резким градиентом, а также
получить хорошее соответствие с результатами
лабораторного эксперимента [6]. В последнее
время активно обсуждается модель турбулентно�
го замыкания, основанная на уравнениях баланса
для кинетической и потенциальной энергий тур�
булентности, а также на уравнениях для верти�
кальных потоков импульса и плавучести в устой�
чиво стратифицированной жидкости [7, 8]. Эта
модель допускает существование турбулентности
при любом значении градиентного числа Ричард�
сона Ri. Аналогичные результаты были ранее по�
лучены в работе [9], где на основе кинетического
подхода определены выражения для турбулентных
потоков импульса и энергии в стратифицирован�
ной среде с учетом анизотропии турбулентности, и
показано, что учет двухсторонней трансформации
кинетической и потенциальной энергии турбулент�
ных пульсаций может объяснить поддержание тур�
булентности внутренними волнами при любых
значениях числа Ричардсона, в том числе и в
условиях сильной стратификации, типичной для
термоклина в океане, либо для областей темпера�
турной инверсии в атмосфере.

Целью настоящей работы является анализ
предложенного в работах [5, 7–9] механизма фор�
мирования турбулентного скачка плотности в
рамках этой усовершенствованной модели полу�
эмпирической теории турбулентности. 

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Будем, следуя [9], исходить из системы уравне�
ний гидродинамики теплопроводной стратифи�
цированной несжимаемой вязкой жидкости в
приближении Буссинеска: 
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плотности и давления соответственно от гидро�
статических значений, u – скорость жидкости,
μ и κ – коэффициенты молекулярной вязкости и
теплопроводности. Представляя далее гидроди�
намические величины в виде суммы средних и
пульсационных значений, из уравнений (1)–(3)
(после применения операции осреднения по
турбулентным флюктуациям) получим уравне�
ния Рейнольдса в виде [ср. 7–9]: 
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ЕЖОВА и др.

ризонтального и вертикального масштабов кор�
реляции поля плотности; так,  при 
(случай сильно анизотропной турбулентности) и

 при  (слабая анизотропия).
Заметим, что наличие двух последних (не гради�
ентных) слагаемых в правой части соотношения
(6) является принципиальным отличием от стан�
дартных градиентных гипотез турбулентного за�
мыкания в стратифицированной жидкости [8]. 

В отсутствие среднего течения (〈u〉 = 0), при
учете полученных в [9] соотношений замыкания,
система уравнений Рейнольдса (4)–(5) принима�
ет вид: 
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Слагаемые, пропорциональные (1–R) в пра�
вых частях системы (11)–(13), учитывают анизо�
тропию турбулентности в стратифицированной
среде и определяют отличие от стандартных гра�
диентных гипотез замыкания. Уравнения (12) и (13)
описывают соответственно изменения плотно�
стей кинетической и потенциальной энергий тур�
булентности, С и D – константы, характеризующие
диссипацию турбулентной энергии,   – без�
размерные константы. Следуя [5, 8], будем пола�
гать, что, в отличие от стандартных градиентных
гипотез замыкания, масштаб турбулентности L
(масштаб Озмидова [2, 5, 8]) не является задан�
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перемешанным слоем
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лагая, что все переменные зависят от одной коорди�

наты  (  – постоянная скорость

заглубления границы пикноклина, ось z направлена
вниз). Перейдем к безразмерным переменным

  λ = L/lhν =

= N/Nh, где  – частота плавучести, Π =

=  – плотность потенциальной энергии

турбулентности, а lh и Nh, это характерные значе�
ния амплитуды турбулентных флюктуаций (кото�
рые в работах [5, 8] отождествляются с характер�
ной амплитудой внутренней волны lh) на верхней
границе термоклина и частоты плавучести Nh,
определяемой потоком тепла через верхнюю гра�
ницу термоклина. Тогда уравнения (11)(13) при�
мут вид:
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где  – безразмерная скорость ро�

ста пикноклина. Заметим, что в [5, 8] исследова�
ние динамики термоклина проводилось на осно�
ве уравнений (14) и (15), в которых следует поло�
жить потенциальную энергию 

Для системы (14)–(16) граничные условия та�
ковы (ср. [5, 8]): на границе движущегося термо�
клина задается характерный масштаб турбулент�
ных флюктуаций, т.е. l =  (характерная амплиту�
да внутренней волны) и частота плавучести

 (  ∼  – поток тепла через верхнюю гра�
ницу термоклина), т.е. в безразмерных перемен�
ных эти граничные условия имеют вид:
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В качестве граничных условий для потенци�
альной энергии примем:

 при ξ = 0,  при  

3. АНАЛИЗ ЭВОЛЮЦИИ ПИКНОКЛИНА 
ПРИ СИЛЬНО АНИЗОТРОПНОЙ 

ТУРБУЛЕНТНОСТИ (R = 1) 

Рассмотрим эволюцию слоя скачка в случае
сильной анизотропной турбулентности, когда ти�
пичные неоднородности плотности имеют форму
“блинов”, т.е. . Согласно модели замыка�
ния [9], в этом случае параметр анизотропии R ра�
вен единице. При R = 1 система (14)–(16) прини�
мает вид

(17)

(18)

(19)

Уравнения (17), (18) имеют вид, полностью ана�
логичный уравнениям в [5, 8], при этом измене�
ние потенциальной энергии турбулентных флюк�
туаций (19) не влияет на распределение кинети�
ческой энергии. Последнее слагаемое в правой
части (18) определяется скоростью диссипации
кинетической энергии турбулентности, а первое –
скоростью изменения энергии турбулентности
при движении термоклина. Как показано в [5, 8],
система (17), (18) имеет аналитическое решение
при условии, что первое слагаемое в правой части
уравнения (18) для кинетической энергии турбу�
лентности опущено, т.е. распределение кинетиче�
ской энергии турбулентности по вертикали пред�
полагается стационарным. При этом полученное
в [5, 8] аналитическое решение хорошо передает
тенденцию изменения аналогичных параметров в
лабораторном эксперименте [6]. Оценки характер�
ных значений параметра  для условий реального
океана подтверждает это предположение лишь в ря�
де случаев. В этой связи мы исследовали численно
решение системы (17), (18) с учетом последнего
(нестационарного) слагаемого в (18). Результаты
расчетов приведены на рис. 1. Видно, что учет сла�
гаемых, связанных с нестационарностью уравне�
ния баланса кинетической энергии турбулентно�
сти, приводит к возникновению резких изменений
в вертикальных профилях соответствующих вели�
чин ниже границы эволюционирующего скачка
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*E плотности, что говорит об ограниченности анали�
тической модели, предложенной в [5, 8] при силь�
но анизотропной турбулентности (R = 1).

На рис. 2 показаны профили частоты плавуче�
сти, масштаба турбулентности, кинетической и
потенциальной энергии для различных значений
параметра  Видно, что величина параметра 
качественно не меняет характера соответствую�
щих зависимостей, в то время как учет нестацио�
нарности уравнений баланса кинетической и по�

.*E *E
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Рис. 1. а – Профили частоты плавучести и турбулент�
ного масштаба с учетом (сплошные кривые) и без уче�
та (штриховые кривые) слагаемого со скоростью в
уравнении (18). б – Профили потенциальной энергии
с учетом (сплошная кривая) и без учета (штриховая
кривая) слагаемого со скоростью в уравнении (19).
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тенциальной энергий турбулентных флюктуаций
является принципиальным.

Для выяснения причины возникновения рез�
ких изменений на профилях характерного мас�
штаба турбулентности  частоты плавучести

 и кинетической энергии турбулентности
 обратимся к уравнениям системы (11) и (12)

при R = 1. Рассмотрим для простоты случай, когда
коэффициенты турбулентной диффузии постоян�

ны ( ) и найдем решение получающейся

( ),∼ λ ξ

( )∼ ν ξ

( )∼ η ξ

0L e L e=

при этом предположении линейной системы для
случая, когда все переменные зависят от 
где V – скорость движения скачка плотности. Рас�

пределение градиента плотности  и

кинетической энергии турбулентности e при этом
определяются системой линейных уравнений в
обыкновенных производных, решение которой
имеет вид:

(20)

 (21а)

При этом стационарное (без учета слагаемого )

распределение кинетической энергии турбулент�
ности определяется выражением:

 (21б)

Из сравнения этих решений видно, что при

 в решениях (21а, б) определяющими бу�

дут слагаемые с существенно разными масштаба�

ми: первый масштаб  характеризую�
щий стационарный вертикальный профиль кине�
тической энергии турбулентности в (21б), не
зависит от скорости заглубления пикноклина,

второй масштаб z2 =  зависит от скорости
заглубления термоклина и определяет нестацио�
нарный профиль кинетической энергии турбу�
лентности в решении (21б); при этом  что
и соответствует плавному стационарному и рез�
кому нестационарному вертикальному распреде�
лению кинетической энергии турбулентности в
данной линейной системе при сделанных выше
предположениях. 

Более строгий анализ исходной нелинейной
системы (11)–(13) показал, что введение на фоне
полученного в [5] аналитического решения даже
малой поправки, связанной с нестационарными
слагаемыми в (12), приводит к появлению лога�
рифмически расходящихся добавок в окрестно�
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Рис. 2. Профили частоты плавучести ν, масштаба тур�
булентности λ, кинетической η и потенциальной
П энергии при  = 0.66 (а) и  = 0.45 (б) и С = 0.09,
D = 0.09, R = 1.
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сти точки  и степенных – в окрестности
ξ = 0, что также подтверждает ограниченность
применимости аналитических решений [5].

4. АНАЛИЗ ЭВОЛЮЦИИ ПИКНОКЛИНА 
ПРИ КОНЕЧНОЙ АНИЗОТРОПИИ 

ТУРБУЛЕНТНОСТИ (R < 1) 

Учтем теперь конечную анизотропию турбу�
лентных пульсаций плотности, полагая в (14)–
(16) R < 1. При этом в процессе эволюции пикно�

*6 2Eξ = клина становится принципиальной взаимная
трансформация кинетической и потенциальной
энергий турбулентности. Для удобства проведе�
ния численного интегрирования системы (14)–

(16) были введены новые переменные:  ×

×   + 

  В результате система (14)–
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C = 0.09, D = 0.09.
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(16) свелась к системе пяти уравнений первого
порядка:

 (22)

(23)

(24)

(25)

(26)

Система (22)–(26) решалась численно методом
пристрелки с граничными условиями e(ξ = 0) = 1,

(ξ = 0) = 1, П(ξ = 0) = 0. При  значения e

и П должны были быть больше нуля. 

На рис. 3 показаны характерные профили λ(ξ),

ν(ξ), η(ξ) =   полученные в результате
численного интегрирования системы (20)–(24)
для различных значений параметра анизотропии
R и скорости заглубления пикноклина, определя�
емой параметром  Штриховая линия соответ�
ствует сильной анизотропии при R = 1, сплошные
кривые построены при умеренной анизотропии и
R = 0.7. Видно, что даже при учете нестационар�
ных слагаемых в уравнениях для распределения
энергий турбулентных флюктуаций, при R < 1
резких изменений в профилях соответствующих
величин не наблюдается; при этом получающие�
ся распределения качественно близки к аналити�
ческим зависимостям [5]. 

Действительно, при R = 0.7 (слабая анизотро�
пия) параметр λ(ξ), соответствующий характер�
ному масштабу турбулентности (определяемому в
данной постановке задачи амплитудой внутрен�
ней волны), является растущей функцией от ξ
при любых значениях  параметр  имеет

более сложную зависимость: при  она
достигает максимума,и затем монотонно стре�
мится к нулю; кинетическая энергия турбулент�
ности монотонно спадает с ростом ξ, аналогич�
ным образом ведет себя и потенциальная энергия
турбулентности. Однако в случае сильной анизо�
тропии турбулентности (R = 1), в вертикальных
профилях соответствующих энергетических и
гидродинамических параметров турбулентного
эволюционирующего скачка плотности появля�
ются скачкообразные изменения, связанные с
наличием двух разных масштабов. Это масштаб,
обусловленный движением скачка плотности, и
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масштаб, определяемый релаксацией кинетиче�
ской энергии турбулентности к стационарному
значению, определяемому равенством источника
(потока кинетической энергии турбулентных
флюктуаций, переносимой волнами) и “стока”
этой энергии (диссипации ее за счет турбулент�
ной вязкости). Существование таких разных мас�
штабов может быть важным при построении кли�
матических численных моделей взаимодействия
верхнего слоя океана и атмосферы.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе исследован процесс эволю�
ции скачка плотности в рамках новой модели тур�
булентного замыкания, учитывающей анизотро�
пию турбулентности в устойчиво стратифициро�
ванной среде. Показано, что в условиях сильно
анизотропной турбулентности учет нестационар�
ных слагаемых в уравнениях для распределения
энергий турбулентных флюктуаций приводит к
более резким изменениям пространственных и
энергетических характеристик турбулентности в
области ниже скачка плотности, что может играть
важную роль для параметризации подсеточных
масштабов в численных климатических моделях. 

Показано, что при конечной анизотропии тур�
булентных пульсаций в этом случае нет резких из�
менений пространственных и энергетических ха�
рактеристик турбулентности, а качественный вид
профилей этих величин в области скачка совпа�
дает с полученными в работах [5, 8] аналитиче�
скими зависимостями. 

Численный анализ предложенной модели
динамики скачка плотности выполнялся при
поддержке гранта правительства Российской
Федерации (11. G.34. 31. 0048) и проекта РФФИ
№ 15�05�02430. Работа Соустовой И.А., Зилитин�
кевича С.С. и Троицкой Ю.И. по интерпретации
результатов численного анализа была частично
поддержана грантами правительства Российской
Федерации (11. G.34. 31. 0048) и грантом РНФ
(соглашение № 15�17�20009).
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On the Application of a Turbulence Closure Modified Model to the Description 
of the Density Jump Evolution in a Stably Stratified Medium
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Abstract—The self�similar turbulent density jump evolution has been studied in the scope of a turbulence clo�
sure modernized theory which takes into account the anisotropy and mutual transformation of the turbulent
fluctuation kinetic and potential energy for a stably stratified fluid. The numerical calculation, performed using
the equations for the average density and kinetic and potential energies of turbulent fluctuations, indicates that
the vertical profiles of the buoyancy frequency, turbulence scale, and kinetic and potential energies drastically
change when the turbulence anisotropy is strong. The vertical profiles of the corresponding energy and spatial
discontinuity parameters, calculated at a weaker anisotropy, indicate that similar drastic changes are absent and
a qualitative agreement exists with the known analytical solution, which describes the density jump evolution in
a freshwater basin and was obtained previously [5, 8] in the scope of a turbulence local�similarity hypothesis ap�
plied in combination with the budget equation for the turbulent fluctuation kinetic energy.

Keywords: turbulence, stratification, density jump
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